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SAZETAK

Komprimovano odabiranje signala je aktuelna tehnika odabiranja, prenosa, rekonstrukcije i
skladiStenja signala koja, u odnosu na konvencionalne tehnike, pruZa mogucnost velikog
smanjenja potrebnih resursa za smjestanje podataka prilikom obrade digitalnih signala. Ova
tehnika nudi mogucnost kvalitetne rekonstrukcije signala na osnovu malog broja (mnogo
manjeg od duZine signala) , slu¢ajno uzetih linearnih mjerenja. Da bi komprimovano odabiranje
bilo moguée, potrebno je da signal zadovoljava uslov rijetkosti — Sto znacdi da mora imati mali
broj nenultih koeficijenata u nekom od transformacionih domena. Mnogi signali u realnim
aplikacijama ne zadovoljavaju ovo svojstvo pa ih je potrebno dodatno modifikovati. Jedni od

ovakvih signala su i signali sa nelinearnom faznom modulacijom.

U ovom radu su analizirane performanse razli¢itih algoritama za rekonstrukciju signala sa
polinomijalnom i sinusoidalnom faznom modulacijom, primjenom tehnike komprimovanog
odabiranja. Kako bi se obezbijedilo svojstvo rijetkosti signala, koje je neophodno za primjenu
ove tehnike, signali su najprije podvrgnuti procesu demodulacije nakon cega je vrSena
rekonstrukcija sa razli¢itim algoritmima i razliitim brojem mjerenja. Analizirani su
jednokomponentni i viSekomponentni signali sa nelinearnim faznim modulacijama kakvi se

Cesto srije¢u u radarskim signalima.



ABSTRACT

Compressive Sensing of signal is the current technique of selecting, transmission, storage and
reconstruction of signals that compared to conventional techniques, offers the possibility of a
large reduction in the resources needed for data storage while processing digital signals. This
technique offers the possibility of high-quality reconstruction of signal based on a small number
(much smaller than the length of the signal ) of accidentally taken linear measurements. For
Compressive Sensing to be applied, it is necessary that the signal satisfies the requirement of
sparsity - which means that it must have a small number of nonzero coefficients in a
transformation domain. Many signals in a real application do not comply with this property, so
they need to be further modified. Some of these signals are signals with nonlinear phase

modulation.

This paper analyzes the performance of different reconstruction algorithms to the signal with
polynomial and sinusoidal phase modulation, using Compressive Sensing. To ensure sparsity of
signals, which is necessary for the application of this technique, the signals are first subjected to
a demodulation process after which have been reconstructed with different algorithms and
different number of measurements. We analyzed the one-component and multi-component
signals with nonlinear phase modulations such as are often encountered in radar

communications
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1. Uvod

Komprimovano ocitavanje podataka, u literaturi poznato kao Compressive sensing (CS),
je nova tehnika obrade signala koja podrazumijeva njihovo komprimovano odabiranje koje, za
razliku od konvencionalne tehnike odabiranja, za pravilnu rekonstrukciju signala, ne zahtijeva
da se signal odabira sa u skladu sa Nikvistovom teoremom (po kojoj frekvencija odabiranja
mora biti veca ili jednaka dvostrukoj vrijednosti maksimalne frekvencije u spektru signala koji se
odabira). Ovaj pristup podrazumijeva da se signal moZe u potpunosti rekonstruisati na osnovu
malog broja odbiraka koji su, u ovom slucaju, linearna mjerenja uzeta slucajnim odabiranjem.
Da bi ova tehnika mogla da se primijeni neophodno je da budu zadovoljena dva uslova - prvi je
da signal ima razrijedenu (spars) reprezentaciju u nekom transformacionom domenu tj. da ima
mali broj koeficijenata razli¢itih od nule, a drugi je da matrica mjerenja mora biti inkoherentna
sa baznom matricom transformacionog domena u kojem signal ima mali broj nenultih
koeficijenta. Eksperimentalni rezultati su pokazali da se drugi uslov mozZe zadovoljiti ukoliko se
za matricu mjerenja uzme slucajna matrica, i pri tome se naj¢esce koristi slu¢ajna parcijalna
matrica Fourierovih baznih funkcija dobijena kao slucajan skup kolona potpune Fourierove
matrice. Rekonstrukcija signala u ovim uslovima zasniva se na kompleksnom matemati¢kom
problemu rjeSavanja neodredenog sistema jednacina (s obzirom na to da na osnovu veoma
malog broja odbiraka M tj. mjerenja rekonstruiSemo signal Cije su dimenzije znatno vede,
N>>M). Za rjesavanje ovog problema koriste se kompleksni, optimizacioni algoritmi od kojih
znacajan broj datira i prije pojave same oblasti komprimovanog ocitavanja podataka.
Rekonstrukcija signala se zapravo svodi na pronalazenje pozicija i vrijednosti nenultih
koeficijenata originalnog signala (Sto je signal vise rijedak, manje koeficijenata je potrebno

rekonstruisati).
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Algoritmi za CS rekonstrukciju nastoje da pronadu tacno rjeSenje (od beskonacno
mnogo potencijalnih rjesenja) i pri tome moraju biti racunski izvodljivi. lako postoji veliki broj
ovih algoritama, i dalje se ulaZzu znacajni istrazivacki napori kako bi se pronasli novi i
modifikovali postojeci algoritmi u cilju poboljSanja vremena izvrSavanja i performansi. Ovi
algoritmi se mogu podijeliti u nekoliko grupa: algoritmi zasnovani na konveksnim
optimizacijama, zatim iterativni greedy algoritmi medu kojima su najznacajniji algoritmi
zasnovani na ortogonalnom podudaranju (orthogonal matching pursuit), i algoritmi koji

primjenjuju pragovanje u svakoj iteraciji.

Signali sa polinomijalnim i sinusoidalnim faznim modulacijama se cesto srijeéu u realnim
aplikacijama, u prvom redu u radarskim aplikacijama i komunikacionim sistemima. Ovakvi
signali oteZavaju primjenu CS-a s obzirom na to da nemaju rijetku predstavu u najcesée
koris¢éenim tranformaicionim domenima kao S$to su domen Fourierove transformacije,
kosinusne/sinusne transformacije, wavelet transformacije i slicno. Stoga je jedan od glavnih
izazova koji se javlja pri radu sa ovim signalima u uslovima komprimovanog ocitavanja
obezbjedivanje osobine rijetkosti . |z tog razloga su znacajni doprinosi i poseban dio ovog
magistarskog rada posveéeni analizi pomenutih signala, zatim tehnikama njihove
transformacije/demodulacije, te obezbjedivanja svojstva rijetkosti signala kako bi primjena CS-a
bila omoguéena. Ono sto je vedi izazov, iz razloga Sto dodatno otezava rekonstrukciju signala sa
nestacionarnom trenutnom frekvencijom u slu¢ajevima kakvi su razmatrani u ovom
magistarskom radu, je Sum koji je posljedica malog broja mjerenja, odnosno odabiranja signala
sa mnogo manjim brojem odbiraka nego sto to zahtijeva konvencionalna teorema o odabiranju.
Na kraju, ali ne i manje znacajan faktor koji uti¢e na moguénost rekonstrukcije signala je i broj
komponenti signala, priroda komponenti (da li su komponente sa istom ili razli¢itom faznom
modulacijom), te amplituda tih komponenti. U magistarskom radu su analizirani i i ovi faktori
koji uti¢u na kvalitet i uopSte mogucénost rekonstrukcije signala. Kvalitet rekonstrukcije signala
zavisi i od tipa algoritma koji se primjenjuje, te je u magostarskom radu analizirana upotreba
razli¢itih algoritama za rekonstrukciju, u pogledu performansi, zahtijevanog broja mjerenja, kao

i u pogledu kompleksnosti i prirode signala koji se rekonstruise.
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2. Compressive Sensing

Compressive sensing je tehnika komprimovanog odabiranja signala u cilju njegovog lakseg
i brzeg prenosa, obrade i rekonstrukcije. Ova tehnika je naiSla na primjenu i postala znacajan
predmet istraZivanja u oblasti inZenjerstva, kompjuterskih nauka i primijenjene matematike
zato Sto prevazilazi ogranicenja koja namece konvencionalna tehnika odabiranja signala. Kao
Sto je poznato iz Shannon-Nyquist teoreme o odabiranju, signal se moZe u potpunosti
rekonstruisati na osnovu seta ravnomjerno rasporedenih odbiraka pri ¢emu frekvencija
odabiranja mora biti veca ili jednaka dvostrukoj vrijednosti maksimalne frekvencije u spektru

signala koji se odabira.

Razvoj tehnologije ima za posljedicu da sve viSe korisnika generiSe, skladisti i Salje
digitalne informacije pa analize pokazuju da je eksponencijalni rast stvaranja novih informacija
prevazisao koli¢inu dostupnih smjestajnih kapaciteta za njihovo skladistenje. Kod signala koji se
odlikuju visoko-frekvencijskim sadrZzajem, koji se ¢esto srijecu u realnim situacijama, ovo znadi
da je potreban veliki broj odbiraka koji se dalje moraju obradivati (komprimovati prije samog
prenosa). Zbog toga je od znacajnog interesa razvoj tehnika koje mogu na efikasan nacin da
smanje potreban broj mjerenja, a time i potrebne kapacitete za snimanje, smjestanje i prenos
podataka. CS donosi mogucénost rekonstrukcije signala na osnovu onoga sto se ranije smatralo

nepotpunom informacijom tj. na osnovu linearnih mjerenja Ciji je broj zna¢ajno maniji od duzine

signala u tradicionalnim sistemima odabiranja i mjerenja signala.
Za primjenu CS-a je neophodno zadovoljiti dva uslova:

e Svojstvo rijetkosti signala (u literaturi poznato i kao spars svojstvo) — oznacava
svojstvo da signal mora imati mali broj nenultih koeficijenta u odgovaraju¢em domenu,
dok su ostali koeficijenti jednaki nuli. Ukoliko znacajan broj koeficijenata nije nula, ali su
dovoljno mali da se mogu zanemariti tj. aproksimirati sa nulama, signal se takode moze

smatrati dovoljno rijetkim signalom. Signali od interesa nisu rijetki u
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vremenskom/prostornom domenu pa ih je stoga najprije potrebno predstaviti u nekom

od odgovarajucih transformacionih domena.

e Restricted Isometry Property (RIP) — oznacava svojstvo da matrica mjerenja i bazna
matrica transformacionog domena u kojem se uzimaju mjerenja moraju biti

inkoherentne kako bi se o¢uvala informacija o signalu.

2.1 Sparsiti i transformacioni domeni

Kao $to je vec receno, signali se mogu dobro aproksimirati linearnom kombinacijom
nekoliko elemenata unaprijed odredene baze. Konacni signali se predstavljaju kao vektori u n-
dimenzionom Euklidskom prostoru R™, ¢ime se signal sa velikim brojem koeficijenata svodi na
signal sa malim brojem znacajnih koeficijenata koji nose potrebnu informaciju (low dimension

modelovanje signala), a to obezbjeduje svojstvo rijetkosti signala.

Ukoliko vektori skupa {wi}"i:1 obrazuju prostor R™ i linearno su nezavisni, onda oni
predstavljaju bazne vektore toga prostora i svi ostali vektori ovog prostora se mogu predstaviti
kao linearna kombinacija ovih vektora. Ovo znadi da za signal XeR" postoje jedinstveni

koeficijenti {c,}" | takvi da vazi:
X=Ywc. (1)
i=1

Ukoliko je matrica y € R™N a v, njena kolona i vektor C e RN Ciji su elementi C; onda

(1) mozemo pisati:
X=wC. (2)

Na Slikama 1 i 2 su dati primjeri signala u vremenskom/prostornom domenu koji im je

svojstven i odgovarajuéi prikaz u transformacionim domenima gdje se vidi da je informacija
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koju signal nosi zapravo sadrZana u malom broju koeficijenata tj. da u tim domenima imaju

rijetku reprezentaciju.

Signal u vremenskom domenu

F

s

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

vrijeme
DFT transformacija (apsolutna vrijednost)
80 L L L L L L L
60 |- -
]
I — U
l (- l
40 - | [ f .
I T
|
20 -~ I 1l / -]
I 1 i
A -
£ i SN S ) IS Y ol ) S ) T —r S
-60 -40 -20 0 20 40 60
frekvencija

Slika 1: Signal f(t)=sin(2m4t)+sin(2m16t) za t:[0,1] sa korakom 1/128 u vremenskom domenu i rijetka predstava

signala u DFT domenu (Cetiri dominantne komponente)
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DWT

Slika 2: Slika u prostornom domenu (lijevo) i wavelet transformacija slike (desno) gdje se znacajan broj

koeficijenata moZe zanemariti, narocito u visSim podopsezima (desno)

U zavisnosti od prirode signala potrebno je naéi odgovarajuci transformacioni domen u
kojem je signal rijedak, odnosno odgovarajuéu bazu u kojoj ée biti predstavljen. Najpoznatije
transformacije su: Diskretna Furijeova transformacija (DFT), Diskretna kosinusna transformacija
(DCT), Diskretna wavelet transformacija (DWT), Diskretna sinusna transformacija (DST) i sl.
Obzirom na prirodu signala sa nelinearnom faznom modulacijom, koji su u fokusu istrazivanja

ovog rada, DFT se pokazuje kao pogodna transformacija pa ¢e biti dat kratak osvrt na nju.

2.1.1 Diskretna Furijeova transformacija

Diskretna Furijeova transformacija je zasnovana na skupu eksponencijalnih baznih
funkcija (kompleksnih sinusoida). Zbog postojanja veoma efikasnih algoritama za njeno
izraCunavanja nasla je veliku primjenu u obradi i spektralnoj analizi digitalnih signala. Diskretna

Furijeova transformacija transformide sekvencu (u nasem sluéaju signal) X[n], duZine L u

sekvencu odbiraka u spektralnom domenu X[k] duZine N>L:

X[K]= X (k) = E‘fx[n]e‘jz”k"’N ;k=012.N-1 (3)

n=
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Za rekonstrukciju signala odnosno sekvence X[N] na osnovu Furijeovih odbiraka korsiti se

Inverzna Diskretna Furijeova Transformacija (IDFT):

N-1 )

x[n]:lZX(k)e‘z”"”’N :n=0,1,2..N-1 (4)
N k=0

Na Slici 3 je ilustrovano kako nam DFT pomaze da izvuéemo one djelove signala koji nose

korisnu informaciju (Sto znaci da ostale koeficijente moZemo zanemariti i signal je rijedak) cak i

u uslovima kada je signal zahvaéen Sumom.

Originani signal Zasumljeni signal

7\ /\ [\ |
/ / il
ot/ \ f\ / * f i
8 I} I|| 'n' \" | % 2 [] :‘ , f‘ |H"\}\ | l") /‘x
gJ \ [\ | 2 1IN ' I N
£ o \ / '. ' g ° |,-\h\.|H; '\.l'\./ il
E \ \ ; E o L{I \.." l‘ i \ | | |
< \ \ | <2 [ f
TEET A Ny
“\ v/ ‘.\ { - \j |
3 \/ \/ 4
) 10 20 30 40 50 () 10 20 30 40 50

Odbirci

Odbirci
cDFT originalnog signala

o FT zaSumljenog signala

g0

Magnituda
3 8 3
= o =

3
=)

Magnituda
g 888883

(=]

o

AR

0
200 400 0 100 200 300 400
Frekvencija Frekvencija

a) b)

Slika 3: a) Sinusoida u vremenskom domenu i DFT-u (jedan pik, ostali koeficijenti su nula); b) Zasumljena
sinusoida u vremenskom domenu i DFT-u (i pored Suma koji se javlja, pik koji nosi informaciju ispliva tako da ga je
pragovanjem moguce detektovati)
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2.2 Restricted isometry property (RIP) i mjerenja u CS-u

RIP svojstvo je usko vezano za matrice mjerenja i transformacionog domena . Stoga ¢emo prije
definisanja ovog vainog svojstva za primjenu CS-a opisati ulogu ovih matrica u procesu uzimanja

mjerenja u Compresive sensing-u.

2.2.1 Mijerenja u Compressive Sensingu

Tehnikom CS-a odbirke signala (koji su bili osnov za rekonstrukciju signala
primjenom konvencionalnih metoda) zamjenjujemo sa linearnim, ne-adaptivnim

slu¢ajnim mjerenjima (Slika 4).

¥
i

Ml: -l"iﬁl
g

III.IIII-:I:.AIIIUJ

Slika 4: Formiranje vektora mjerenja u CS-u

Signal xeR" je K spars ako ima K koeficijenata razli¢itih od nule, a sve ostale koeficijente nula
ili toliko male da ih moZzemo zanemariti i aproksimirati nulom. Kao Sto je ve¢ receno, originalni
signal X je najprije predstavljen koeficijentima u odgovarajuéem transformacionom domenu
kako bi se obezbijedilo svojstvo rijetkosti signala (na slici su bijelom bojom oznacdeni nulti
koeficijenti vektora s kojih je znacajno vise u odnosu na nenulte koeficijente, oznacene bojom

u istom vektoru) :

X =Ws, (5)
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gdje je W eR™" bazna matrica odgovarajuéeg transformacionog domena, a s je K-spars
reprezentacija signala. MnoZenjem ovakvog signala sa matricom mjerenja ® € R™" dobija se
vektor mjerenja y € R™ &ije su dimenzije mnogo manje od dimenzija signala ( n >> m ). Matrica
mjerenja je odabrana tako da izdvaja mjerenja slu€ajnim postupkom, pa se od n raspoloZzivih

koeficijenata uzima samo m slucajno odabranih na osnovu kojih se vrsi rekonstrukcija :

y =Ox = DWs. (6)

Jednacina (6) se mozZe zapisati i:

y =0s. (7)

Matrica ® se u literaturi naziva compressive sensing matrica.

2.2.2 Matrica mjerenja i Restricted isometry property (RIP)

Odabir matrice mjerenja je klju¢an za primjenu tehnike CS-a zato Sto se mora voditi racuna da
matrica bude konstruisana tako da se njenom primjenom ocuvaju korisne informacije signala.
Obzirom na to da matrica mjerenja nije kvadratna matrica vec je dimenzija mxn, pri ¢emu je
m<n, obezbijedeno je uzimanje manjeg broja koeficijenata. Sa druge strane ovo znaci da
imamo i manje jednacina nego nepoznatih, na osnovu kojih je potrebno rekonstruisati originalni
signal. Medutim, kada je signal dovoljno rijedak i kada su poznate pozicije nenultih koeficijenata
a priori, ovakav sistem postaje rjesiv. Da bi ovakav sistem bio rjesiv dovoljan je uslov da za bilo

koji K-spars vektor a i matricu Q vazi:

1Qall’ ., , @)

l-¢< —<
lall,

za neko £ >0, $to zapravo znaci da je neophodno da matrica ® mora da o¢uva duZinu ovih

vektora sa rijetkom reprezentacijom. Obzirom na to da pozicije nenultih koeficijenata nece biti

unaprijed poznate, dokazano je da je i bez ove informacije, za uspjesnu rekonstrukciju dovoljno
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da matrica mjerenja zadovoljava svojstvo (8) , odnosno da za svaki cijeli broj k =1,2... postoji
izometrijska konstanta 8, >0 matrice ¢ kao najmanji broj koji zadovoljava nejednacinu (9) za

sve k -spars vektore X:
Dx ||,

2
(RS0

1-9, <
Ukoliko &, nije problizno 1, za matricu ¢ kazemo da zadovoljava RIP (Restricted isometry
property) reda k.

Slu¢ajne matrice zadovoljavaju RIP velikog reda, te se upravo one i koriste kao matrice mjerenja

tokom primjene tehnike CS-a.

Jo$ jedno znadajno svojstvo koje obezbjeduje CS rekonstrukciju signala je visok stepen
inkoherencije izmedu matrica mjerenja i bazne matrice transformacionog domena. Koherenciju

izmedu ovih matrica definiSemo kao mjeru korelacije izmedu njihovih elemenata:
n(®,%) £ n max [(g.y ;)| (10)
1<j,k<n
Za ortonormalne matrice @i ¥ koherencija je:

1< (D, ¥)<Jn. (11)

Mala kohernecija (tj. inkoherencija) znadi da vektori matrice ® ne mogu biti spars

reprezentacija vektora bazne matrice i obratno.
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3. COMPRESSIVE SENSING ALGORITMI ZA
REKONSTRUKCUU

3.1 Problem Compressive sensing-a

Problem koji namece tehnika komprimovanog odabiranja signala jeste — kako rekonstruisati
kompletan signal na osnovu jako malog broja odbiraka odnosno, matematicki receno, kako
rijediti neodreden sistem jednacina koji ima vise nepoznatih nego jednacina. Ovaj problem je
poznat u nauci josS i prije nego Sto se zapocelo sa primjenom tehnike CS-a kao optimizacioni

problem.
Optimizacioni problem je predstavljen oblikom:

min f,(x)
L . (12)
pri cemu je: f(x)<c¢,, i=l.m

Vektor XeR"se naziva optimizacionom varijablom problema, a u slu€aju primjene CS-a

predstavlja digitalni signal, funkcija fOZRn—>R je objektivna funkcija, funkcije

fi :R" >R, i=1..m su funkcije ograni¢enja dok su konstante C,,..., C,, granice ograni¢enja.

RjeSenje ovog problema jeste vektor X takav da ima najmanju apsolutnu vrijednost od svih

vektora koji, za bilo koje z takvo da vazi f,(z)<c,..., f,,(z) <c, zadovoljavaju nejednacinu:
fo(2) = £, (X). (13)

Postoji vise familija (klasa) optimizacionih problema. Oni koji su nama od interesa u CS-u su tzv.
konveksni optimizacioni problemi, Cije su objektivna i funkcije ograni¢enja konvenksne Sto

znaci da zadovoljavaju nejednacinu:

fi(ax+By) <afi(x)+ B (), (14)
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zasvako X,yeR" i a,f€R priemuvaii: a+ =1 >0, >0.

Optimizacioni problem zapravo predstavlja problem odabira najboljeg (optimalnog) rjesenja
vektora iz skupa potencijalnih rjeSenja koja zadovoljavaju neke unaprijed postavljene uslove.
Varijabla x predstavlja odabrano rjesenje, funkcije ograni¢enja predstavljaju uslove koji
ogranicavaju broj mogudéih rjeSenja dok objektivnu funkciju mozemo smatrati cijenom odabira.
Optimalno rjeSenje je ono rjeSenje koje ima najmanju cijenu od svih potencijalnih rjeSenja iz
skupa vektora koji zadovoljavaju unaprijed postavljene uslove (ogranicenja). Optimizacioni
algoritmi kojima se izraCunava rjeSenje ovakvih problema se i dalje razvijaju i unapreduju i
njihova uspjesnost zavisi od mnogo faktora (ogranicenja, broja varijabli, specijalne strukture
vektora — kao §to je sparsiti u CS-u itd.). Cak i kod naizgled jednostavnijih optimizacionih
problema, izraCunavanje optimalnog rjeSenja moze da traje jako dugo , a u nekim slucajevima
ne postoji garancija da ¢e algoritam pronaci optimalno rjesenje. U nastavku rada je dat osvrt na
tri Cesto koris¢ena algoritma za pronalazenje optimalnog rjesenja, sto u kontekstu CS-a

prestavlja zapravo rekonstruisan signal.

3.2 L; minimizacioni algoritam

Kako se u osnovi ovog algoritma nalazi minimizacija |; norme najprije ée biti kratko rijeci o

samom pojmu norme vektora.

3.2.1 Norma vektora

Norma vektora je jedan od klju¢nih pojmova linearne algebre i zapravo predstavlja veliinu
vektora. Ova veli¢ina se moZe mjeriti na viSe razliitih nacina, te stoga postoji i viSe normi

vektora. Posmatrajmo vektor:

a=(a,a,,a,..,a) ;a¢ecR, i=1..,n (15)
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Ukoliko posmatramo kompleksan vektorski prostor V, norma je funkcija f :V — R koja zadovoljava

svojstva:

o f(@)=>0, zasvakoaeV
o f(a+b)<f(a)+f(b), zasvakoa,beV (nejednakosttrougla)
o f(la)=|1|f(a), zasvakoAeCia€V (pozitivna homogenost)

o f(@=0<a=0

L, norma

L, norma je zapravo broj nenultih koeficijenata vektora:

lall=g[>x"- (16)

L, norma (srednja norma)

L, norma vektora, se definiSe kao suma apsolutnih vrijednosti njegovih komponenti:
lall=2la. (17)
i=1

L, norma ( norma najmanjih kvadrata)

L, norma vektora se definiSe kao kvadratni korijen sume kvadrata apsolutnih vrijednosti

[ 5||2=1/Z| a|” (18)

njegovih komponenti:
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L, norma ( uniformna norma)

L, norma vektora se definiSe kao maksimum apsolutnih vrijednosti njegovih komponenti:
lall,=max{|a|: i=1..,n}. (19)

Kada je u pitanju rjeSavanje neodredenog sistema jednacina (6) pri ¢emu je x spars,
minimizacija L, norme nije zahtjevna za racunanje, ali ¢esto dolazi do pogreSnog rjesenja — po
definiciji, veli¢ini ove norme ¢e znacajno doprinijeti i elementi cija vrijednost nije toliko velika da
ih ne moZemo zanemariti. Lo norma ¢e rezultirati tacnim rjeSenjem, ali je ona previse racunski

zahtjevna. Kao kompromis, za rjeSavanje ovog problema koristi se minimizacija L; norme.

3.2.2 Minimizacija L, norme

Minimizacija 11 norme pronalazi onaj vektor koji ima najmanju 11 normu od svih vektora koji

pripadaju vektor-prostoru definisanom mjerenjima:
min || x||, , pricemuvazi: y = dx (20)

Rjesenje je zapravo presjek izmedu prostora vektora koji imaju istu |; normu (definisanog tzv. “I;

loptom”) i prostora definisanog mjerenjima (Slika 5):

Rjesenje

»I1 lopta” /

y=bx

Slika 5: TraZenje rjeSenja minimizacijom |1 norme
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Ukoliko je obezbijedeno svojstvo rijetkosti originalnog signala, ovaj algoritam ¢e naci optimalno

rieSenje.

Ovaj problem pripada klasi linearnih programa (LP), za Cije se izraCunavanje koristi primal-dual

metod koji ¢e biti opisan u nastavku.

Standardna forma linearnog programa je:

mzin<c0,z>, gdje je:A,z=b, f,(z2)<0 (21)
zeR", beR", A, R, asve f,, i=1..,m sulinearne funkcije:
f.(2)=(c.,z)+d (22)

¢, e R", d e R. Kada algoritam dode do optimalne tacke z", postojace dualni vektori v eR",

A eR™, A" >0 takvi da zadovoljavaju Karus-Kun-Takerove (Karush-Kuhn-Tucker, KKT) uslove:

Co+ ATV + D A'c =0,

A f(2)=0, i=1..,m, (23)

AZ =b,
f(2)20, i=1..,m,

Sto znaéi da primal-dual metodom algoritam pronalazi optimalno rje$enje z~, kao i optimalne
dualne vektore V' i 1~ rjeSavajuci ovaj sistem nelinearnih jednacina. PronalaZzenje rjesenja se
oslanja na Njutnov metod: u tacki (2%, vk, A%) pri ¢emu je f(z)<0, A* >0 sistem je rijesen,

k+1 | k+1 k+1
1V ) ﬂ’

ali korak (step) do sljedede tacke ( z ) mora biti modifikovan tako da vodi do rjeSenija,

$to se postize promjenom parametra 7 :

AXE () =-1/7" (24)

, . k . / . . . v 7. v .
Povecavanjem parametra 7" algoritam se krece kroz Njutnove iteracije trazeci sve tacke koje

formiraju vektor-rjesenje.
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Primalni, dualni i centralni rezidual kvantifikuju koliko je ta¢ka (z,v,4) blizu da zadovolji KKT

kriterijume (24):

rdual = CO + AbTV+ZZ’|Ci
Foent = —Af _(1/7) (25)
rpri = A\)Z —b

gdje je Adijagonalna matrica takva da vazi: (A); = 4 a funkcija f = (f,(2)...f, (2))".
Cilj je krenuti od tacke (z,v, 1) inaci korak (Az, Av, A1) takav da vaZi:
re(z+Az,v+Av,A+ A1) =0 (26)

Kada se (27) linearizuje Tejlorovom ekspanzijom oko tacke (z,v, 1) dobija se:

Az
r(z+Az,v+Av,A+A2) =1 (z,v,4)+J, (z,v,4)| AV (27)
AL
gdje je J, (z,v,4) Jakobijan od I pa se dobija sistem:
C,+AV+ Y AC
O A)T CT AZ 0 A) IZ ii
-AC 0 —-F || Av |=- -Af —(/7) (28)
A, 0 O AL Az-b

gdje je C,,, matrica Cije su vrste ¢,", a F je dijagonalna matrica takva da vazi (F); = f,(2).
Rjesavanjem sistema se dobija (Az,Av, A1) &ime je odreden smjer narednog koraka u iteraciji a

njegova duzina 0 < s <1 se odreduje tako da zadovoljava uslove:

1. f(z+sAz)<0; A4 >0; zasvakoi

Strana 16



Tamara Pejakovic Magistarski rad

2. Norma reziduala mora dovoljno opasti:

Ir.(z+SAz,v+SAV, A+ SAA) ||, < L—as) || r.(z,v,4) ]|,
pri Cemu je a =0.01

Kada su dualni i primarni reziduali mali, parametar 77 = —fT A predstavlja zapravo mjeru kojom

se aproksimira koliko je tacka blizu optimalnom rjesenju. Ovaj parametar je ujedno i kriterijum

zaustavljanja algoritma (Njutnove iteracije ¢e se ponavljati sve dok 7 ne padne ispod zadatog

praga).

3.2.3 Varijante algoritma — minimizacija L, norme

Postoje varijacije algoritma minimizacija L, norme koje se razlikuju samo po na¢inu ra¢unanja Njutnove

iteracije. U nastavku su nabrojane neke od njih:

Minimizacija L, norme sa aproksimacijom greske

. M e .. . .. v .
Akoje AcR™™ a yeR"Y, minimizacija L, norme sa aproksimacijom greske se svodi na:

min|| 'y — Ax{l (29)

RjeSenje ovog problema je onaj vektor X € R" takav da greska Y — AX ima minimalnu |, normu.

Ovaj algoritam je naiSao na veliku primjenu u kodiranju poruka. Pretpostavimo da koder kreira klju¢nu
rije¢ ¢ = AXza poruku X. Pri prenosu kroz kanal, javlja se greska na nepoznatom broju djelova poruke.

Dekoder na prijemnoj strani prima poruku sa greSkom: y=c+e gdje je € greska. Ukoliko je €

dovoljno rijedak signal, dekoder moZe upotrebom ovog algoritma rekonstruisati poruku X u potpunosti.
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Minimizacija L, norme sa kvadratnim ogranic¢enjem

Postavka ovog problema se moze definisati na sljedeci nacin — potrebno je pronadi vektor Xtakav da

min |; norma toga vektora zadovoljava uslov:

min || Ax—bll,< & (30)

gdje je & parametar koji zadaje korisnik proizvoljno.

Ukoliko postoji dovoljno rijedak signal X,takav da je b= Ax,+€ za neku malu gre3ku || €||,<<& onda
¢e rjeSenje x*2 koje pronade ovaj algoritam biti blisko sa X,. Odnosno, za neku malu konstantu C

vazice:
X7, =%, l,<C& (31)
Minimizacija L, norme sa korelacijom reziduala (Dantzig Selector)
Postavka ovog problema se definise kao:
min|| x|,  pri cemu je | A*(Ax=b)|, <y (32)
gdje je parametar y zadat od strane korisnika.

Ovaj algoritam zahtijeva da ostatak (rezidual), AX—b, vektora koji predstavlja rjeSenje nema preveliku
korelaciju sa bilo kojom kolonom matrice A te stoga proizvod A*(AX—Db) predstavlja zapravo mjeru

korelacije.
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3.3 Algoritam sa metodom pretrazivanja na osnhovu
ortogonalnog podudaranja (Ortogonal Matching Pursuit -
OMP)

3.3.1 Metod pretrazivanja na osnovu podudaranja (Matching Pursuit)

Algoritmi koji koriste metod pretraZivanja na osnovu podudaranja, zapravo razlazu signal
na linearne ekspanzije funkcija koje zatim formiraju rjecnik. U svakoj iteraciji ovi algoritmi
biraju iz rje¢nika onaj ¢lan koji najbolje aproksimira trazeno rjesenje. U svakoj iteraciji se bira
onaj ¢lan rje¢nika koji ima najvecu korelaciju sa ostatkom (rezidualom) bez obzira na

prethodne/budude odabire.

Ukoliko je H Hilbertov prostor, a D ={gy} . riecnik sacinjen od skupa vektora takvih da vazi
VE

lg, lL,=1. Za svako feH, linearna ekspanzija ove funkcije se definise rje¢nikom D

koris¢enjem sukcesivne aproksimacije. Naime, svaki vektor ge€D moZemo razloziti

koriséenjem funkcija f:
f=(f,g)g+r?. (33)

gdje r® predstavlja ostatak nakon aproksimacije funkcije f vektorom g . Posto su ostatak i

funkcija ortogonalni vazi:
P, g) P +Ir@ P (34)

Da bi aproksimacija bila Sto bliza rjeSenju potrebno je da norma ostatka bude S$to manja,

odnosno da | < f, g) I bude maksimalno.

U svakoj iteraciji algoritma, iz rjecnika se bira najbolja aproksimacija za trenutni ostatak. Ako

pretpostavimo da imamo n iteracija — te stoga i ostatak n-tog reda r™, biramo funkciju g("”) iz

rie¢nika tako da se r™ razlaze na sljedeéi naéin:
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r(n) — <r(n)’ g(n)> g(n) + r(n+l) . (35)

pa se dekompozicija originalne funkcije f svodina:

n

¢ :Z<r(i),g(i)>g(i) LD (36)

i=0

Posmatrajmo primjenu opisane tehnike na Compressive Sensing. Ono $to bi problem CS-a svelo
na jednostavno rjeSavanje sistema jednacina jeste poznavanje tacnih pozicija nenultih
koeficijenata u signalu x prije same rekonstrukcije. Naime, ako bismo unaprijed znali pozicije

nenultih koeficijenata A:
A =supp(x), (37)

mogli bismo da zanemarimo znacajan broj kolona u matrici mjerenja pa bi se rekonstrukcija

originalnog signala svela na jednostavno rjesavanje sistema jednacina (Slika 6):

Y OF
[

N

Unaprijed
poznate
pozicije
nenultih

elemenata

Mx K

Matrica mjerenja iz koje su uklonjene
kolone koje odgovaraju nultim
elementima u originalnom signalu

HEE EEEEE EE EEEES

Slika 6: Formiranje vektora mjerenja kada su unaprijed poznate pozicije nenultih koeficijenata originalnog signala
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Gdje je @, matrica mjerenja koja sadrZi samo kolone koje odgovaraju nenultim elementima u

originalnom signalu (na pozicijama A).
Lako se pokazuje da se u ovom slucaju pronalazenje rjeSenja svodi na:

q)AT y= (®AT(DA)71®AT y
=(®,'®,)" D, "D, x
=X

Naravno, nije mogudée unaprijed znati pozicije nenultih elemenata originalnog signala pa je
klju¢na ideja ovih, tzv. “pohlepnih” algoritama pronaci ove pozicije iterativnim postupkom na

osnovu poznatih podataka.

Kako je rije¢ o iterativnom postupku znaci da se pozicije pronalaze jedna po jedna. Jednostavna
aproksimacija originalnog signala se dobija korelacijom vektora mjerenja i matrice mjerenja

(rje€nik) ¢ime se formira vektor p:
p=a'y. (38)
Najveci element vektora p predstavlja estimciju nenultog koeficijenta originalnog signala.

t*=argmax| p, |. (39)
t

U cilju jednostavnosti pretpostavimo da originalni signal ima samo jedan nenulti element — Sto

je zapravo i pretpostavka u svakoj iteraciji (Slika 7).
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4 I

0

3 Jedan
u nenulti
— element

Nenulti element Kolona matrice mjerenja koja odgovara

Vektor mjerenja i i
originalnog signala nenultom elementu

Slika 7: Formiranje vektora mjerenja kada originalni signal ima samo jedan nenulti element

Formiranjem elemenata vektora p zapravo se filtriraju elementi sve dok ne ostane nenulti —
korelacija vektora mjerenja i matrice mjerenja ée za sve druge elemente, osim za nenulti, biti
nula ili problizno nula dok ée za nenulti element imati znacajno vecu vrijednost. Na ovaj nacin,

izdvajanjem maksimalne vrijednosti t* iz vektora p (40), izdvajamo nenulti koeficijent

originalnog signala na osnovu kojeg se vrsi rekonstrukcija.

Pronalazenjem prvog koeficijenta formira se pocetna estimacija originalnog signala a zatim se
postupak ponavlja, racunajuci u svakoj iteraciji vektor pza onaj dio signala koji nije joS uvijek
rekonstruisan (ostatak tj. rezidual). Ovaj postupak se ponavlja sve dok ostatak ne postane

veoma mali (tj. padne ispod nekog odredenog praga).

3.3.2 Algoritam sa metodom pretrazivanja na osnovu ortogonalnog podudaranja
(Ortogonal Matching Pursuit - OMP)

OMP algoritam je zapravo poboljSana verzija algoritama koji se zasnivaju na metodi pretraZzivanja na

osnovu podudaranja. Princip je isti — pri svakoj iteraciji se bira element iz rjecnika koji najbolje
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aproksimira ostatak. Razlika je u tome Sto se za dobijanje koeficijenata, umjesto skalarnog proizvoda
ostatka i elementa iz rjecnika, sada originalna funkcija prilagodava svim elementima rjecnika koji su
izdvojeni u iteracijama od pocetka rada algoritma. Ovo se postize upotrebom metode najmanjih

kvadrata ili projekcijom funkcije ortogonalno na selektovane elemente rjecnika.
U nastavku je opisana Sema rada OMP algoritma.

+ Ulazni podaci algoritma su:

* Matrica mjerenja ® e R™"
» Vektor mjerenja y=R"

= Nivo rijetkosti k, originalnog signala x € R"

+ lzlazni podaci algoritma su:

» Estimacija X e R", originalnog signala x
= Skup A, koji sadrzi pozicije nenultih elemenata estimacije X
= Aproksimacija mjerenja Y na osnovu a,

= Ostatak r=y-—a,
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+ Princip rada algoritma:

1: r®«vy Inicijalizacija ostatka

2: AO =g Inicijalizacija pozicija nenultih elemenata (na pocetku
ovo je prazan skup)

3: for 1=12..k

4: A9 «arg max|<r(i‘1),¢j>| PronalaZenje kolone matrice @ koja
j=1,...,n

ima najvecu korelaciju sar,

5: AD 2D GAD
6: CD(i) <« [CD('_I)%@) J

7:  x(i) «<—argmin|| y—®Ox]|, PronalaZenje nove aproksimacije
X

signala metodom najmanijih kvadrata

8: a®«—pWx® nova aproksimacija
9: rd «y—a® novi ostatak
10: end for

11: X<« x®

12:  return x,A®,a® r®
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3.4 Iterativni algoritam sa pragovanjem (IPA)

Iterativni algoritam sa pragovanjem (IPA) je algoritam za CS rekonstrukciju signala koji se

zasniva na analizi efekata izazvanih nedostaju¢im odbircima u posmatranom domenu.

Ovaj algoritam se bazira na pretpostavci da je signal koji se razmatra rijedak u DFT domenu.
Nakon komprimovanog odabiranja, DFT reprezentacija signala nije rijetka zato $to nedostajudi
odbirci u vremenskom domenu uzrokuju pojavu Suma u spektralnom domenu (Sto je u ovom
slu¢aju DFT domen). Kao $to je ve¢ napomenuto, rijetkost je neophodna osobina signala kako bi
njegova rekonstrukcija tehnikom CS-a bila moguca. Da bi se odredile pozicije nenultih
koeficijenata signala, koji zapravo nose korisnu informaciju, najprije je potrebno definisati
nezeljene komponente koje se javljaju u spektralnom domenu posmatranog signala (Sum).

Naime, potrebno je naci vezu izmedu nedostajuéih odbiraka i varijanse nastalog Suma.

Pod pretpostavkom da se posmatrani signal x=x(n), n=1,...,N u frekvencijskom domenu sastoji
od K sinusoida definisanih amplitudama Ai i frekvencijama ki, i=1,...,.K. DFT reprezentacija

ovakvog signala je:

N-1 K .
X(k) — Z ZAG_Zﬂj(k_ki)n/N . (40)
n=01=0

Nakon odabiranja, set odbiraka h se moze definisati kao:
h(n) =31, Ae 27 ICKIVN n—o . N -1, (41)

pri ¢emu vazi zr’:':_olh(n)zo. Nakon procesa uzimanja mjerenja formira se vektor y koji sadrzi

M <« N elemenata iz skupa odbiraka h. DFT ovih odbiraka se definiSe na sljedeci nacin:
M M
F(k)=>y(n)=> h(n)-v(n), (42)
n=1 n=1

pri éemu je v(n) Sum. Na pozicijama nedostajuéih odbiraka $um je zapravo: v(n)=h(n).

Srednja vrijednost DFT vektora F se moZe izracunati:
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K
E{F}=> MAS(K—ki). (43)
=1
Varijansa na pozicijama na kojima se nalazi samo Sum se mozZe izra¢unati kao:

2 |V|(N |V|) 2
o =var{F _, }= A 44

{k;ﬁkl} (N ) Z (44)
DFT vrijednosti na pozicijama na kojima se nalazi samo Sum se mogu opisati Rajlijevom

distribucijom:
f(2)=22e 10?720 (45)

Obzirom na to da je DFT vrijednost najmanjih komponenti signala jednaka MA,,, koris¢enjem
Rajlijeve distribucije moZe se odrediti vjerovatnoc¢a da se N-K, DFT vrijednosti Suma nalaze ispod

najmanje komponente MAn :

N-K N
~ Xmin| ML
P=1-|1-e o7 ~1-|1-e ©? (46)

Koris¢enjem (47), moze se priblizno odrediti vjerovatnoéa greske pri detekciji najmanje

komponente signala koja je temelj za dalju rekonstrukciju (P, ).
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+ Princip rada algoritma:

1: P, Inicijalizacija vjerovatnode greske (preporucljivo je izabrati
veliku vrijednost kako bi se osigurala pravilna rekonstrukcija npr. P, =1072)

2: M, N, ZiK:lAf Za date parametre (duzina vektora mjerenja,

duzina signala, energija signala) rauna se varijansa DFT vrijednosti na pozicijama
na kojima je samo Sum

3: M gpt Zargmin{P.} Racunanje optimalnog broja dostupnih
odbiraka
4: T:\;’—a2 log1-N\/R;) Racunanje praga Suma
M
5: X(K)=>"y(n) Racunanje inicijalnog DFT vektora X koji odgovara
i=1

setu mjerenja M

6: k=arg{‘X‘>T} Racunanje pozicija DFT komponenti koje su iznad
praga
7: X:(®*®)_l®*y Raunanje DFT vrijednosti na pozicijama k

metodom najmanjih kvadrata

CS matrica ®se formira na osnovu DFT matrice pri ¢emu redovi odgovaraju
frekvencijama k, a kolone dostupnim mjerenjima M.
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Na Slici 8 je prikazan primjer FT domena originalnog i rekonstruisanog signala upotrebom IPA

algoritma:
FT originala FT rekonstrukcije

| B e e et 2 Lifryomnnsndonacamnastossnanmnilan s nymednnnsensed H
03
0_2 05 ------ jeecsceces fee=cdeccomcccccaas geemeceeas ~
0.1

0 L r Shnt M AN At adpe e ) . 0 il : : : :

100 200 300 400 500 100 200 300 400 500

Slika 8: FT domen originalnog signala (lijevo) i njegove rekonstrukcije (desno) upotrebom IPA algoritma

U tabeli su prikazane vrijednosti pragova i optimalnog broja odbiraka za razlicite vrijednosti
amplituda i vjerovatnoda greske. Rezultati pokazuju da optimalan broj odbiraka upotrebom IPA

algoritma za CS rekonstrukciju opada sa porastom vjerovatnoce greske.

Vjerovatno¢a Amplituda Optimalan broj Prag
greske odbiraka Mopt

Pe =0.001 0.6 22 0.0126
0.3 88 0.0235

0.1 337 0.0295

P.=0.01 0.6 18 0.0120
0.3 78 0.0234

0.1 318 0.0316

Po=0.1 0.6 15 0.0118
0.3 65 0.0232

0.1 296 0.0344

P.=0.9 0.6 9 0.0115
0.3 48 0.0255

0.1 255 0.0437
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4. CS rekonstrukcija signala sa polinomijalnom i
sinusoidalnom faznom modulacijom

Obzirom na to da realni signali nisu rijetki, potrebno ih je predstaviti u odgovaraju¢em
transformacionom domenu kako bi mogli da se dalje odabiraju. Kao naj¢es¢i domen za rijetku
reprezentaciju signala koristi se Furijeov transformacioni domen u kojem se signal predstavlja
sumom sinusoida. Medutim, signali sa kojima se susre¢cemo u realnim aplikacijama ¢esto imaju
drugadiju prirodu i nisu rijetki ¢ak ni nakon modelovanja DFT domenom. Jedan od primjera
ovakvih signala su signali koji se susrec¢u u radarima - u ovom slucaju signal se prenosi do
cilianog objekta, a zatim reflektuje nazad do radara. Kada se poslati signal reflektuje sa objekta
koji je u pokretu, kretanje objekta uzrokuje pomjeranje frekvencije nosioca signala. Takode,
rotacije ili vibracije djelova tijela uzrokuju dodatne fazne modulacije reflekotvanog signala sto

stvara nezeljene sporedne efekte oko nosioca signala (mikro-Doplerov efekat) (Slika 9).

lako se glavna komponenta signala moZe modelovati sumom sinusoida, ovi dodatni efekti
su zapravo signali sa sinusoidalnom ili polinomijalnom faznom modulacijom. Ovi fazno
modulisani signali (koji se C{esto sastoje od vise fazno modulisanih komponenti) ne
zadovoljavaju svojstvo rijetkosti u DFT domenu pa ih je potrebno modifikovati prije same

primjene Compressive Sensing-a.
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O A

)
Radar Ciljani objekat .
5 ¢ovjek u pokretu 7 Amplitude
Pokreti
! tijela

Brzina [m/s]

Pokreti torza

3 3.5 4 45 5
Vrijeme [s]

Slika 9: Mikro Doplerov efekat izazvan pokretanjem djelova tijela targetiranog objekta

4.1 Rekonstrukcija CS signala sa sinusoidalnom faznom
modulacijom

Glavni problem kod primjene CS tehnike na signale sa sinusoidalnom faznom

modulacijom je odrediti domen u kojem su ovi signali spars kako bi se CS mogao primijeniti.

Posmatrajmo signal S koji se sastoji od sume K komponenti sa sinusoidalnom faznom

modulacijom:

K K i 27 o . 27
S(m)=ZSi(m)=ZAie iTpbi sm(2;:a,m/M)+J \Cim (47)
1=1 1=l
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gdje su a, b i ccjelobrojni koeficijenti, m je diskretni vremenski parametar, a M je ukupan
broj odbiraka signala (duZina signala). Amplitude komponenti oznacene su sa A . Kada se ovaj

signal predstavi u DFT domenu dobija se:

M-1K 2”b sin(2za;m/M J+ i2Zme: —j2%mk
sk)= Y ZA ( Fi Mg (48)
m=01=1
Signal (48) nije rijedak u DFT-u. Zapravo, ovakav signal nije rijedak ni u drugim c¢esto koris¢enim
transformacionim domenima (DCT, DWT itd.) i kao takav nije odgovarajuci za CS tehniku. U cilju
obezbjedivanja svojstva rijetkosti ovakvih signala uvodimo tehniku demodulacije:

JZ”bsm(Z;ram/M)

v(m)=e (49)

Funkcija demodulacije v kompenzuje nelinearni dio fazne modulacije posmatranog signala.
Naime, kada se set parametara (a,b) funkcije v poklopi sa makar jednim od faznih parametara
komponenti signala (ai,b1), (a2, b2)...,(ak,bk) odgovaraju¢a komponenta ¢e se demodulisati i

svesti na sinusoidu (koja je rijetka u DFT domenu).

Nakon demodulacije, i-ta komponenta signala ¢e imati oblik:

J27r
dj(m)=Aje "M

mc; (50)

Proces demodulacije je potrebno primijeniti iterativnim postupkom na svaku komponentu
signala. Za svaku komponentu zasebno se vrsi pretraga odgovarajuéih parametara na sljedeci
nacin:

fOf'.' ae (amin; amax) and be (bmin; bmax)

if: DFT{s(m)-v{m), m=0,...,N-1} ima dominantnu komponentu na at k=c;

then: a=a;, b=b;
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U ovom slucaju, spektar S(k) je koncentrisan na poziciji k=c,.Za a=a, ili b=b spektar ¢e biti

rasut po svim frekvencijama. Ovdje vazi:

M| A > A (51)

Kako bi se primijenila tehnika CS-a u kombinaciji sa navedenom demodulacijom, signal od

interesa se definise (u vektorskom obliku) kao:
X=Sov (52)

tako da X sadrzi odbirke signala S pomnozZene sa funkcijom demodulacije v pri ¢emu je:
v(m)zexp—jlzvl—”bi sin(Znaim/M ),me(O,.., M -1) (53)
Onda se DFT ovako demodulisanog signala moZe napisati kao:
X=¥X (54)
gdje je X vektor DFT koeficijenata, a W €R"™ DFT matrica.
Za odabrani par parametara (a,b) u v koji je jednak parametrima (a,b) u s, vazi da je X=X;

i definisano je i-tom sinusoidalnom komponentom na frekvenciji C; koja postaje dominantna u

spektru.

Ako posmatramo iz perspektive primjene CS-a, X je komprimovano odabran signal predstavljen

sa nepotpunim setom N sluéajno uzetih odbiraka.

Ovo znaci da je signal s zamijenjen vektorom slucajno uzetih mjerenja y:
y=Ox=d(sov) (55)

pa se problem kombinacijom (54) i (55) svodi na:
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y=0¥X=0X (56)

Kada se kroz iteracije primijeni prethodno opisan postupak, u slu¢aju poklapanja parametara

a=a;, b=b DFT vektor X se moZe smatrati demodulisanom i-tom komponentom signala

odnosnho vaii:

X=X (57)

Ovakav signal je spars i moZe se dalje rekonstruisati upotrebom nekih od vec opisanih

algoritama za CS rekonstrukciju.

U sludaju kada se parametri ne poklapaju tj. a#a,b#b za Vi i N<«<M, neée doédi do

demodulacije Sto znaci da se u spektru neée pojaviti nijedna dominantna komponenta (signal
nije rijedak) i samim tim je algoritam neée detektovati (ukoliko koristi pragovanje) ili ¢e je

detektovati kao Sum.

Sema procesa koji se ponavlja u svakoj iteraciji (za unaprijed zadate parametre) data je na Slici :

Transformacioni domen

Mjerenja
. DFT ' X
Signal
Parametar Random
demodulacije
Matrica
mjerenja

Rekonstruisani signal

Slika 10: Proces primjene CS-a na fazno modulisane signale
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Kako se u realnim aplikacijama najce$¢e susrecemo sa viSekomponentnim signalima mora se
uzeti u obzir i Sum koji nastaje usred kros-korelacije medu komponentama signala. Ovo znaci
da se mora rekonstruisati Zeljena (i-ta) komponenta i pored rasutog Suma. Kros-korelacija medu
komponentama signala znatno uti¢e na proces rekonstrukcije $to se ogleda u razli¢itim

rekonstrukcijama istog signala dobijenih upotrebom razlicitih algoritama.

U ovakvim situacijama viSe uspjeha imaju algoritmi sa pragovanjem (npr. IPA) zato $to oni
detektuju samo spars komponentu signala odbacujuc¢i sav Sum koji ima manju vrijednost od

praga, Sto ce biti prikazano kroz poglavlje koje se odnosi na eksperimentalne rezultate.

Kako bi rekonstrukcija signala bila potpuna, potrebno je pronadi i ta¢ne vrijednosti amplituda

signala (vektor A). Ove vrijednosti se nalaze kao rjesenje jednacina:

A=(AHxA)1xAHxy | (58)
pri éemu je:
Jf—vllbl(si n(2zmya, )+myc,) e jlz\/lle (sin(2zmqa, +mcy )
A= JV”b1(5|n(27zm2a1)+m2c1) JV”bK (sin(2zm,ay +m,Cy ) (59)
j27 b1(5|n(27rm NED ALY cl) j2r bK (sm(27rm NAK )M CK)

pri ¢emu vrste matrice A odgovaraju mjerenjima (m,m,,...m,), a kolone ove matrice

frekvencijama a za i=1,...,K.
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4.2 CS Rekonstrukcija viSekomponentnih signala sa
nelinearnom faznom modulacijom

U ovom poglavlju ée se razmatrati CS rekonstrukcija visekomponentih signala sa
polinomijalnom i kosinusiodalnom faznom modulacijom. Ovakvi signali ne zadovoljavaju spars
svojstvo u Furijeovom transformacionom domenu zbog cega ih je potrebno dodatno

modifikovati prije samog procesa CS rekonstrukcije.

Posmatrajmo signal X koji je sacinjen od P polinomijalno i kosinusoidalno fazno modulisanih

komponenti:

)+12”cn

2 n2d.,, nmd_.
Jmﬁ(ndliJr 22'+...+ m!ml)

x(n) :ixi (n)= _Z:Aiej M bicos( +B;e ,(60)
1= 1=

gdje su a,,b,c;,d; cjelobrojni koficijenti, n je parametar diskretizacije, A,B, su amplitude a

M je duZina signala.

DFT reprezentacija ovog signala je:

M—1 P 0 _i2T
X(k)—ZZX(n) ZAe I\/Ibicos( )+j jMnk+
n=01=1 (61)
2d nmd

miy _j2r("Ky, Tk "), jijlznk

2i
J|\/|(”O'1I+ 2w e IM 2 m!

+B;e
Kao Sto se iz (61) vidi, signal nije rijedak i potrebno je uraditi demodulaciju kako bi se
obezbijedila rijetkost. Obzirom na to da u signalu postoje dvije razli¢ite vrste komponenti —
komponenta sa polinomijalnom i komponenta sa kosinusoidalnom faznom modulacijom proces

demodulacije se usloZnjava i potrebno je koristiti razliite parametre demodulacije.

Parametar demodulacije za komponentu sa sinusoidalnom faznom modulacijom je:
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2 27an
—j&<5b
Sn)=e '™ o) (62)
Parametar demodulacije za komponentu sa polinomijalnom faznom modulacijom je:
-5+ 4+
on=e 102 " mr) (63)

Demodulacija se primjenjuje “korak po korak” tj. za svaku komponentu signala posebno.

Parametri (a,b) se mijenjaju kroz iteracije sve dok se ne poklope sa jednim parom

kosinusoidalnih faznih parametara (a,,b),...,(a,,b,) -

U trenutku poklapanja komponenta ¢e biti demodulisana i samim tim svedena na sinusoidu.

Ovakva komponenta ¢e biti dominanta u spektru nakon ¢ega je moguca rekonstrukcija.

Procedura je identicna kada su u pitanju polinomijalni fazni parameri. Naime, kada se

parameteri (d,,...,d,) poklope sa parametrima (d,,...,d. ;) u (61) ova komponenta ce se

demodulisati i svesti na sinusoidu.
Demodulacija kosinusno modulisane komponente je:

S=XO. (64)
Demodulacija polinomijalno modulisane komponente je:

Z=Xo. (65)

Kada se primjenjuje CS tehnika na ovakav signal, umjesto originalnog signala rije¢ je o setu

slu¢ajno odabranih mjerenja:
ys =Ps=DF 15 =05, (66)
gdje je S DFT vektor kojem odgovara s

y, =bz=0F 172 =07, (67)
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gdje je Z DFT vektor kojem odgovara z.

Kada se parametri poklope onda se S ili Z mogu posmatrati kao rijetka reprezentacija i-te

komponente signala nakon ¢ega se moZze primijeniti CS rekonstrukcija.

Za uspjesnu rekonstrukciju originalnog signala u ovom slucaju, potrebno je rekonstruisati svaku
rijetku, demodulisanu komponentu upotrebom CS algoritama, a zatim rekonstruisati originalni

signal na osnovu detektovanih faznih parametara.
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5. Eksperimentalni rezultati

5.1 Primjer 1 — Jednokomponenti signal sa sinusoidalnom
faznom modulacijom

U ovom poglavlju biée izloZeni eksperimentalni rezultati dobijeni upotrebom opisanih
algoritama za CS rekonstrukciju fazno modulisanih signala kao i poredenje njihovih performansi

u primjeni na ove signale.

Posmatrajmo opisanu tehniku najprije na primjeru jednokomponentnog signala sa

sinusoidalnom faznom modulacijom. Ovakav signal ima oblik:
— jbsin(aT 2zt/2 -
x(t)=A*e"’ Sin(aT27t/2) | g Tisat ) (68)
Uzmimo konkretne vrijednosti:

X(t) _ (e—j4sin(o.2T 27t/2) +piTisat ). (69)

gdje su vrijednosti amplitude i parametara A;=1, a=0.2, b=4, vremenski interval t=[—1/ 2,1/ 2]

sa korakom At=1/1024 i T =32. Ukupna duZina signala je M =1024 . Rekonstrukcija se vrsi
na osnovu K =24 sluc¢ajno uzetih mjerenja $to je samo 2.34 % od ukupne duZine signala (

K<M).

Originalni signal je naprije predstavljen u DFT domenu. Procesom mjerenja je uzet nepotpuni

set odbiraka koji je zatim pomnoZen sa odgovaraju¢im parametrom demodulacije:

a(ibsin(27aTt/2)) 70)
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Nakon demodulacije, na osnovu uzetih mjerenja signal je rekonstruisan upotrebom IPA

algoritma. (Slika 11)

Fourier Transform of original signal
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Slika 11: Rekonstrukcija signala sa sinusoidalnom faznom modulacijom IPA algoritmom kada se parametri u
signalu i funkciji demodulacije ne poklapaju (gore) i kada se parametri poklapaju (dolje)
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U svakoj iteraciji u kojoj se ne poklope parametri (a,b) iz funkcije demodulacije sa
odgovarajuc¢im parametrima signala (u ovom slucaju a=0.2, b=4 ) DFT signala nece biti rijetka
nego rasprsena i algoritam nece detektovati dominantnu komponentu. Kada se parametri

poklope algoritam ¢e detektovati Zeljenu komponentu.

Na Slici 12 prikazana je maksimalna vrijednost DFT-a demodulisanog signala za 15 razlicitih
vrjednosti parametra a. Kao Sto se vidi na slici maksimum je na devetoj poziciji Sto odgovara

vrijednostima a=0.02T, b =4, a rezultati rekonstrukcije za ostale vrijednosti parametra a su

nula.

Maximal values of DFT

1.4

1.2

. |
/|
|

0.2

Slika 12: Maksimalna vrijednost DFT-a rekonstrusanog signala za 15 razlicitih vrijednosti parametra a

5.2 Primjer 2 - viSekomponentni signal sa sinusoidalnom
faznom modulacijom

U ovom primjeru posmatraéemo visekomponentni fazno modulisani signal oblika:
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— jbsin(aT 2xt/2 i — jbsin(aT 2xt/2 i
x(t):A{e ibsina 2 )+eJT2”‘}+AZ(e ibsinaT 2 )+eJT1°”t] (71)
Za konkretne vrijednosti parametara i amplituda:

X(t)= 4(6- j3sin{035T22t/2) | jTZ”tJ+ 2e” iSsin(0.35T2at/2) | jT101 ) 72)

gdje su vrijednosti amplitude i parametara A;=4, 0=0.35, b=3 za prvu komponentu i
A,=2,a=0.05, b=>5 za drugu komponentu, vremenski interval t=[-1/2, 1/ 2], sa korakom

At=1/1024 i T =32. Ukupna duZina signala je M =1024. Rekonstrukcija se vr§i na osnovu

K =24 slucajno uzetih mjerenja $to je samo 2.34 % od ukupne duZine signala (K <M ).

Kao i u prethodnom primjeru, nepotpuni set mjerenja je najprije pomnozen sa funkcijom

demodulacije:

ejbsin(27zaTt/2) _ (73)

U ovom slucaju postoje dvije razliCite vrijednosti parametara (a,b) koje odgovaraju razlicitim

komponentama signala, pa je neophodno mijenjati parametre u toku procesa rekonstrukcije

kako bi se mogle detektovati obije komponente signala.

U svakoj iteraciji, rekonstruiSe se signal (IPA algoritmom) i racuna se njegova DFT

reprezentacija.

Kada se parametri signala i demodulacionoe funkcije ne poklope, DFT originalnog signala je

rastrkan i CS algoritam ne moZe rekonstruisati dominantnu komponentu (Slika 13).
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Fourier Transform of original signal
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Slika 13: DFT originalnog signala (gore) i rekonstruisanog signala (dolje) kada se parametri ne poklapaju

Kada se Zeljeni parametri poklope, DFT originalnog signala postaje rijetka i CS algoritam

uspjesno rekonstruise signal i detektuje odgovarajuc¢e komponente (Slike 14 i 15).

Fourier Transform of original signal
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Slika 14: DFT originalnog signala (gore) i rekonstruisanog signala (dolje) kada se poklapaju parametri prve
kompomente
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Fourier Transform of original signal
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Slika 15: DFT originalnog signala (gore) i rekonstruisanog signala (dolje) kada se poklapaju parametri druge

komponente

Na Slici 16 su prikazane maksimalne vrijednosti DFT-a demodulisanog signala, izracunate za 7

razlicitih vrijednosti parametra a i 5 razlicitih vrijednosti parametra b:
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Slika 16: Maksimalna vrijednost DFT-a rekonstrusanog signala za 7 razli¢itih vrijednosti parametra a i 5 razlicitih

vrijednosti parametra b
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U ovom slucaju postoje dva pika (Sto je i oekivano obzirom na to da se signal sastojao od dvije

komponente) na pozicijama:

+ 16 (Sto odgovara vrijednostima parametara a=0.35, b =3)

+ 25 (Sto odgovara vrijednostima parametrara a=0.05, b=5)

Nakon detekcije znadajnih komponenti signala, rekonstruisane su amplitude signala (59), (signal

je podvrgnut procesu re-modulacije).

Na Slici 17 je prikazan originalan signal kao i njegove obije rekonstruisane komponente.
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Slika 17: Originalni signal (plavom bojom), rekonstruisana prva komponenta signala (crvenom bojom) i
rekonstruisana druga komponenta signala (zelenom bojom)
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5.3 Primjer 3 — CS Rekonstrukcija viSekomponentnog signala
sa polinomijalnom i kosinusoidalnom faznom
modulacijom

Kroz ovaj primjer ¢e se analizirati performanse tri razli¢ita CS algoritma (I, min, OMP i IPA) za
rekosntrukciju viSekomponentnog signala cija jedna komponenta ima kosinusnu faznu
modulaciju a druga polinomijalnu faznu modulaciju (u literaturi signali sa polinomijalnom

faznom modulacijom se nazivaju Cirpovi).

Posmatrajmo signal :

—j cos(O.?SI'-Z;z%)+ jtT 157

x(t) =36~ 17T 7(2%+1) | 2¢ (74)

gdje je vremenski interval t=[—1/ 2,1/ 2], sa korakom At=1/1024 i T =32. Ukupna duzina

signala je M =1024.

Ovakav signal nije rijedak i potrebno ga je demodulisati kako bi se obezbijedilo svojstvo
rijetkosti koje je neophodno za primjenu CS-a. Demodulacijom se problem rekonstrukcije svodi
na rekonstrukciju sinusoidalnog signala. Obzirom na to da se radi o signalu sa dvije razlicite
komponente, demodulaciju je potrebno obaviti sa dva razli¢ita parametra demodulacije (za

svaku komponentu po jedan).
Opisana procedura se sastoji iz sljedecih koraka:

+ Nakon uzimanja nepotpunog seta, sluajno odabranih mjerenja signal se mnoZi sa

funkcijom demodulacije, sto je za komponentu sa polinomijalnom faznom modulacijom:

e(2j7z pTt2) (75)
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parametar p se traZi iterativnom procedurom tako Sto se mijenja unutar zadatih

granica [Priy: Pral

+ Demodulisani signal se zatim rekonstruise upotrebom tri razli¢ita algoritma (I min,

OMP i IPA)
+ Pozicija pika (komponente sa najvecom vrijedno3éu) se &uva za svaki razmatrani

algoritam u svakoj iteraciji

+ Procedura se ponavlja za novu vrijednost parametra p sve dok vazi p < P,

+ Nakon zavrSetka svih iteracija, pozicija maksimalnog pika (medu svim izdvojenim

pikovima u iteracijama) trebala bi da otkrije tac¢nu vrijednost parametra

Nakon demodulacije polinomijalne komponente, signal se mnoZi sa funkcijom demodulacije

koja odgovara kosinusnoj komponenti:

e(2]jcos(27zqTt/2)) (76)

princip rada je isti, parametar ( se mijenja u svakoj iteraciji kre¢uci se u domenu [0, O] -

U ovom konkretnom primjeru parametri imaju vrijednosti p=7, q=0.75 a intervali pretrage
su p:[-10,10], q:[-0.25, 6.25]. U procesu rekonstrukcije koriséen je razlicit broj mjerenja, od

N =32 (3% od ukupne duZine signala) do N =120 (11.71% od ukupne duZine signala).

Rekonstrukcija je najprije izvrSena koriséenjem | min algoritma. Na Slici 18 je prikazana
rekonstrukcija kosinusne komponente tj. DFT originalnog signala i DFT rekonstruisanog signala
kada se parametri ne poklapaju (lijevo) i kada se parametri poklope (desno) . Broj uzetih

mjerenja je N =32.
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Fourier Transform of original signal

Komponenta koja odgovara originalu

Fourier Transform of original signal

Slika 18:DFT originala i rekonstrukcije kosinusne komponente za N=32, |1 min algoritam, kada se parametri ne
poklapaju (ljevo) i kada se parametri poklope (desno)

Na Slici 19 prikazana je maksimalna vrijednost DFT-a demodulisanog signala. Kao Sto se vidi na

slici maksimum je na devetoj poziciji, a ocekivano je da bude na trecoj poziciji Sto odgovara

vrijednosti q=0.75, qe[-0.25, 6.25] .
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Slika 19: Maksimum DFT-a rekonstruisane kosinusne komponente za N=32, I1 min algoritam
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Ovaj algoritam nije rekonstruisao kosinusnu komponentu, umjesto ocekivanog maksimuma na
trecoj poziciji pojavila se komponenta Suma na devetoj poziciji koji je vidljiv i u DFT-u
rekonstrukcije na Slici 16. Sum poti¢e od uticaja polinomijalne modulisane komponente ¢&iji
koeficijenti nisu nula pa signal nije dovoljno rijedak da bi ga ovaj algoritam pravilno

rekonstruisao.

Na Slici 20 je prikazan DFT originala i rekonstrukcije polinomijalne komponente signala u istim

uslovima:
Fourier Transform of original signal Fourier Transform of original signal
200 1500
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Slika 20: DFT originala i rekonstrukcije polinomijalne komponente za N=32, |1 min algoritam, kada se parametri ne
poklapaju (lijevo) i kada se parametri poklope (desno)

Komponenta sa maksimalnom vrijednosti se nalazi na ocekivanoj 17. poziciji Sto odgovara

vrijednostima p=7 , p:[-10,10] (Slika 21).
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Slika 21: Maksimum DFT-a rekonstruisane polinomijalne komponente za N=32, I1 min algoritam

Algoritam je uspjesSno rekonstruisao polinomijalnu komponentu signala i pored Suma koji se

zbog kroskorelacije sa kosinusoidalnom komponentom javlja u svakoj iteraciji, vrijednost

komponente od interesa (na koja se nalazi na sedamnaestoj poziciji ) je veéa od vrijednosti

Suma na svim ostalim pozicijama za p:[-10,10].

Posmatrajmo sada CS rekonstrukciju istog signala koris¢enjem OMP algoritma. Za parametre su

uzete iste vrijednosti i intervali pretrage p=7, q=0.75, p:[-10,10], q:[-0.25, 6.25]. Broj

odbiraka za rekonstrukciju je N =32. Na Slici 22 je prikazan DFT originala i rekonstrukcije

kosinusne komponente u iteracijama kada se parametri ne poklapaju i poklapaju:
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Fourier Transform of recovered signal
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Slika 22: DFT originala i rekonstrukcije kada se parametri ne poklapaju (lijevo) i kada se poklapaju (desno) N=32,

OMP algoritam
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Na slici se uocava da spektar signala kada se parametri ne poklapaju nije rijedak i samim tim
nije pogodan za CS rekonstrukciju, dok se u iteraciji u kojoj se parametri poklapaju

rekonstrukcija signala svodi na rekonstrukciju sinusoide.

Maksimum DFT-a rekonstruisanog signala je prikazan na Slici 23. Ocekivani maksimum je
komponenta na 3. poziciji, medutim kao i pri rekonstrukciji koris¢enjem I;min algoritma,
komponenta od znacaja nije detektovana nego je isplivao Sum koji ima veéu vrijednost od

trazene komponente:

2100

2000 /\

1900 /
1800 / /
1700 / /

1600 v 1. .

/ Ocekivani

1500 maksimum
1400 : ; - ; ; ; :
2 4 6 8 10 12 14

Slika 23: Maksimum DFT-a rekonstruisane kosinusne komponente za N=32, OMP algoritam

Sum koji nastaje usled kroskorelacije sa polinomijalnom komponentom je prevelik da bi se
originalna komponenta signala rekonstruisala ovim algoritmom sa samo N=32, sluc¢ajno uzetih

mjerenja.

Kada je u pitanju kvalitet rekonstrukcije polinomijalne komponente, koris¢enjem OMP

algoritma, u istim uslovima, CS rekonstrukcija je uspjesna i algoritam pronalazi komponentu od

Strana 51



Amplitude

Amplitude

300

200

100

600

400

200

Tamara Pejakovic Magistarski rad

interesa na oekivanoj 17. poziciji. Na Slikama 24 i 25 su dati DFT rekosntrukcije i originala kada
se parametri poklapaju/ne poklapaju kao i maksimum DFT-a rekonstruisanog signala na kojoj se

vidi da je komponenta od interesa rekonstruisana i ima vecu vrijednost od neZeljenog Suma.
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Slika 24: DFT originala i rekonstrukcije kada se parametri ne poklapaju (lijevo) i kada se poklapaju (desno)
polinomijalana komponenta, N=32, OMP algoritam
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Slika 25: Maksimum DFT-a rekonstruisane polinomijalne komponente N=32, OMP algoritam
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Posmatrajmo isti signal, podvrgnut CS rekonstrukciji, u istim uslovima uz upotrebu IPA

algoritma. Za parametre su uzete iste vrijednosti i intervali pretrage p=7, q=0.75,

p:[-10,10], q:[-0.25, 6.25]. Broj odbiraka za rekonstrukciju je N =32.

Na Slikama 26 i 27 su prikazani DFT originala i rekonstrukcije kada se parametri poklapaju i
kada se parametri ne poklapaju za kosinusnu komponentu, kao i maksimum DFT-a

rekonstruisane komponente na kojoj je oCekivani maksimum na 3. poziciji.

Fourier Transform of original signal
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Slika 26: DFT originala i rekonstrukcije kosinusoidalne komponente kada se parametri ne poklapaju (lijevo) i kada
se poklapaju (desno) N=32, IPA algoritam
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Slika 27: Maksimum DFT-a rekonstruisane kosinusne komponente N=32, IPA algoritam
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Algoritam je uspjesSno detektovao Zeljenu komponentu na ocekivanoj poziciji a zbog pragovanja

je odbacio Sum.

IPA algoritam uspjeSno detektuje i polinomijalnu komponentu signala, i ocekivani maksimum na

sedamnaestoj poziciji (Slike 28 i 29).
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Slika 28: DFT originala i rekonstrukcije polinomijalne komponente kada se parametri ne poklapaju (lijevo) i kada se
poklapaju (desno) N=32, IPA algoritam
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Slika 29: Maksimum DFT-a rekonstruisane polinomijalne komponente N=32, IPA algoritam
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Ukoliko se broj mjerenja poveéa na N=64 (6.25% od ukupne duZine signala), |I1min i OMP
algoritam uspjesno rekonstruisSu i kosinusnu komponentu signala (Slike 30 i 31). Maksimum

DFT-a rekonstruisanog signala nadjac¢ava Sum i isplivava na ocekivanoj, treéoj poziciji.

Ocekivani
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Slika 30: DFT originala i rekonstrukcije kosinusne komponente kada se parametri poklapaju (lijevo) , maksimum
DFT-a rekonstruisanekosinusne komponente N=64, |1 min algoritam
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Slika 31: DFT originala i rekonstrukcije kosinusne komponente kada se parametri poklapaju (lijevo) , maksimum

DFT-a rekonstruisanekosinusne komponente N=64, OMP algoritam
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Ukoliko posmatramo DFT rekonstrukcije u iteracijama u kojima se parametri u signalu i
demodulacionoj funkciji ne poklapaju, primjecuje se da |1, i OMP algoritam i u tim iteracijama
detektuju dominantne komponente dok IPA algoritam odbacuje sve komponente Cija je

vrijednost ispod zadatog praga i ne detektuje nijednu komponentu od interesa (Slika 32).
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Slika 32: DFT rekonstrukcije kada se parametri ne poklapaju a) I1min b) OMP algoritam c) IPA
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Kao posljedica ovoga, DFT maksimuma rekonstruisanog signala koriséenjem IPA algoritma u
svakoj iteraciji je nula osim u iteraciji kada se parametri poklope i kada je originalni signal spars,
pa ovaj algoritam uspjeSno rekonstruiSe opisani fazno modulisani signal, dok je za primjenu
[1min i OMP algoritma potrebno uzeti viSe mjerenja (N=64) da bi obije komponente bile

uspjesno rekonstruisane (Tabela 1).

Algoritam
Br.mjerenja L; min OoMP IPA
Cirp Cos Cirp Cos
v x v
v v v

Cirp Cos
x v v
v v v

Tabela 1: Pregled uspjesnosti rekonstrukcije polinomijalne i kosinusoidalne komponente u zavisnosti od broja
mjerenja i koriS¢enog algoritma
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6. Zakljucak

Compressive Sensing je tehnika koja je nasla veliku primjenu u oblasti obrade signala zbog toga
Sto omogucava rekonstrukciju signala na osnovu jako malog broja odbiraka sto je od velikog
znacaja za prenos signala. Da bi ovo bilo moguce, signal koji se prenosi mora da zadovoljava
odredene uslove od kojih je jedan uslov rijetkosti koji podrazumijeva da se signal prije primjene

CS-a prebaci u transformacioni domen u kojem ima mali broj nenultih koeficijenata.

U radu je razmatrana primjena ove tehnike na signale sa polinomijalnom i sinusoidalnom
faznom modulacijom. Ovakvi signali nisu rijetki ni u naj¢es¢e koriS¢enim transformacionim
domenima pa je predloZena procedura za njihovu demodulaciju u cilju obezbjedivanja rijetkosti

i primjene Compressive Sensing-a.

Najprije je dat pregled metoda kompimovanog odabiranja signala, kao i pregled i opis
funkcionisanja algoritama koji se koriste za rekonstrukciju u tehnici CS-a. Nakon toga, definisana
je procedura za demodulisanje signala sa nelinearnom faznom funkcijom, koja podrazumijeva
odredivanje parametara signala koji su osnova za njihovu rekonstrukciju u uslovima

komprimovanog odabiranja.

Nakon primijenjene demodulacije signala, za rekosntrukciju su primijenjena tri razlicita
algoritma: I1min algoritam koji se bazira na minimizaciji 11 norme vektora koji zadovoljavaju
unaprijed zadate uslove, OMP algoritam koji pronalazi rjeSenje iterativnom procedurom kroz
koju razlaze signal na funkcije koje formiraju rjecnik i u svakoj iteraciji pronalazi onaj element
rie€nika koji najbolje aproksimira original i IPA algoritam zasnovan na upotrebi spektralnog

praga Ciji se izraz izvodi analizom uticaja nedostajucih odbiraka na pojavu spektralnog Suma .

Analizirani su rezultati dobijeni primjenom ovih algoritama na konkretne signale. Pokazano je
da najbolje performanse pokazuje IPA algoritam koji uspjesno rekonstruise signal na osnovu

malog broja odbiraka, dok su i preostala dva algoritma uspjesna ali za vedi broj uzetih mjerenja.
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7. Prilog

U Prilogu je data realizacija nekih od najbitnijih algoritama kori$éenih za izradu rada. Algoritmi

su realizovani koris¢enjem Matlab-a.

Demodulacija i rekonstrukcija signala sa sinusoidalnom faznom modulacijom koriséenjem IPA
algoritma (Primjer 1):

close all;

clear all;

%$length of the signal
N=1024;

M=32;

K=24;
t=-N/2:1:N/2-1/N;
t=t/N;

MAX=[];

for b=1:5
for a=-0.1:0.15:0.8

x=4%exp (-j*3*sin (0.35*M*2*pi*t/2) +J*t*M*2*pi) +2*exp (-
J*5*sin (0.05*M*2*pi*t/2)+j*t*M*5*2*pi); % dvije sin

o

% x=1*exp (-J*4*sin (0.2*M*2*pi*t/2)+J*M*15*%pi*t); %$jedna sin

Xx=X.*exp (j*b*sin (2*pi*a*M*t/2)); %$demodulacija za dvije sin
%% xx=x.*exp(j*4*sin (2*pi*a*M*t/2)); %demodulacija za Jjednu sin

o

%$%%% Compressive Sensing $%$%%

B=dftmtx (N) ;
Binv=inv (B) ;
xf=B*xx"';
xf=Binv*xx';
g=randperm (N) ;
aM=q (1:K) ;
Ax=Binv (q(1:K),:);
y=(Ax*xf) ;

y=y';

x0=Ax"'*y';
xp=sira(y,qM,1024,K,0);

Q

% rekonstrukcija signala

MAX=[MAX max (abs (xp)) 1’
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figure;

subplot(2,1,1)

plot(abs ((xf)))

$plot (abs (fftshift (xf)))

grid on;

xlabel ('Samples') ;

ylabel ('Amplitude') ;

title ('Fourier Transform of original signal');

subplot(2,1,2)

% plot(abs (fftshift(xp)),'r"')
plot(abs((fliplr(xp))),'xr"')
grid on;

xlabel ('Samples') ;

ylabel ('Amplitude') ;

title (sprintf ('Fourier Transform of recovered signal')) ; $pause
a

$b

$end

end

% % %% rekonstrukcija amplituda signala %%

A=[exp(j*3*sin (0.35*M*2*pi*t/2) -j*t*M*2*pi) ;exp (j*5*sin (0.05*M*2*pi*t/2) -
J*t*M*5*2*pi) ] ;

A=A."';

Acs=A(gM) ;

y=x(qM) ;

Xl=pinv (Acs'*Acs) * (Acs'*y');

x1=X1 (1) *exp (-j*3*sin (0.35*M*2*pi*t/2)+j*t*M*2*pi) ;

x2=X1 (2) *exp (-j*5*sin (0.05*M*2*pi*t/2) +j*t*M*5*2*pi) ;

figure;

plot (MAX)

grid on;

title ('Maximal values of DFT');

figure;

subplot(3,1,1)

plot(real (x))

grid on;

ylabel ('Amplitude') ;
title('Original signal');

subplot(3,1,2)

plot(real(xl),'r"')

grid on;

ylabel ('Amplitude') ;

title (sprintf ('Reconstructed signal component')) ;%pause

subplot(3,1,3)

plot(real (x2),'g"')

grid on;

ylabel ('Amplitude') ;

title (sprintf ('Reconstructed signal for a=0.05 and b=5')) ;%pause
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OMP Algoritam

function [outl, kk,Err, Tempout] = OMPfunl (x,iter,Psi)
if size(x,2) > 1
X = x.";
end
%-- Inicijalizacija
L = size(Psi,?2);
Err=x;
Dtemp=[];
Track = zeros(1l,L);

for kk=l:iter

% kk
Projection Err'*Psi;
[va,pos]=max (abs (Projection));
pos=pos (1) ;
posO0 (kk)=pos;
Dtemp (:, kk)=Psi (:,pos);
Tempout=(pinv (Dtemp) ) *x;
Err=x-Dtemp*Tempout;
Track (pos) iter-kk+1;

end

sol zeros (L,1);

sol (pos0) = Tempout;

outl sol;

L; min algoritam

function xp = lleq pd(x0, A, At, b, pdtol, pdmaxiter,
largescale = isa(A, 'function handle');
if (nargin < 5), pdtol = le-3; end
if (nargin < 6), pdmaxiter = 150; end
if (nargin < 7), cgtol = le-8; end
if (nargin < 8), cgmaxiter = 200; end
N = length (x0);
alpha = 0.01;
beta = 0.5;
mu = 10;
gradf0 = [zeros(N,1); ones(N,1)];
% starting point --- make sure that it is feasible
if (largescale)
if (norm(A(x0)-b)/norm(b) > cgtol)

disp('Starting point infeasible; using x0

%%%%x su mjerenja

cgtol, cgmaxiter)

At*inv (AAt) *y."');
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AAt = Q@(z) A(At(z)):;
[w, cgres, cgiter] =
if (cgres > 1/2)
disp('A*At is ill-conditioned: cannot find starting point');
xp = x0;
return;
end
x0 = At (w);
end
else
if (norm(A*x0-b) /norm(b) > cgtol)
disp('Starting point infeasible; using x0 = At*inv (AAt)*y."');
opts.POSDEF = true; opts.SYM = true;
[w, hcond] = linsolve (A*A', b, opts);
[w, hcond] = linsolve(A*A', b);
if (hcond < le-14)
disp('A*At is ill-conditioned: cannot find starting point');
xp = x0;
return;
end
x0 = A'*w;
end
end
x = x0;
u = (0.95)*abs(x0) + (0.10)*max (abs (x0));

cgsolve (AAt, b, cgtol, cgmaxiter, 0);

o

o)

% set up for the first iteration

ful = x - u;
fuz = -x - u;
lamul = -1./ful;
lamu2 = -1./fu2;
if (largescale)
v = -A(lamul-lamu2) ;
Atv = At (v);
rpri = A(x) - b;
else
v = —-A* (lamul-lamu2) ;

Atv = A'*v;
rpri = A*x - b;
end

sdg = - (ful'*lamul + fu2'*lamu2?);
tau = mu*2*N/sdg;

rcent = [-lamul.*ful; -lamu2.*fu2] - (1/tau);

rdual = gradf0 + [lamul-lamu2; -lamul-lamu2] + [Atv; zeros(N,1)];
resnorm = norm([rdual; rcent; rpril);

pditer = 0;

done = (sdg < pdtol) | (pditer >= pdmaxiter);

while (~done)

pditer = pditer + 1;

wl -1/tau*(-1./ful + 1./fu2) - Atv;
w2 = -1 - 1/tau*(1./ful + 1./fu2);
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o

w3 = -rpri;

sigl -lamul./ful - lamu2./fu2;
sig2 = lamul./ful - lamu2./fu2;
sigx = sigl - sig2.72./sigl;

if (largescale)
wlp = w3 - A(wl./sigx - w2.*sig2./(sigx.*sigl));
hllpfun = @(z) -A(l./sigx.*At(z));
[dv, cgres, cgiter] = cgsolve (hllpfun, wlp, cgtol, cgmaxiter, O0);
if (cgres > 1/2)
disp ('Cannot solve system. Returning previous iterate.');

Xp = %X;
return
end

dx = (wl - w2.*sig2./sigl - At(dv))./sigx;
Adx = A(dx);
Atdv = At (dv);
else
wlp = - (w3 - A*(wl./sigx - w2.*sig2./(sigx.*sigl)));
Hllp = A* (sparse(diag(l./sigx))*A"');
opts.POSDEF = true; opts.SYM = true;
[dv,hcond] = linsolve (Hllp, wlp, opts);
[dv,hcond] = linsolve (Hllp, wlp);

if (hcond < le-14)

disp('Matrix ill-conditioned. Returning previous iterate.');
Xp = X;
return

end

dx = (wl - w2.*sig2./sigl - A'*dv)./sigx;

Adx = A*dx;
Atdv = A'*dv;
end

du = (w2 - sig2.*dx)./sigl;

dlamul
dlamu?2

(lamul./ful) .* (-dx+du) - lamul - (1/tau)*1./ful;
(lamu2./fu2) .* (dx+du) - lamu2 - 1/tau*l./fu2;

% make sure that the step is feasible: keeps lamul,lamu2 > 0, ful,fu2 < O
indp = find(dlamul < 0); indn = find(dlamu2 < 0);

s = min([1l; -lamul (indp) ./dlamul (indp); -lamu2 (indn)./dlamu2 (indn)]);

indp = find((dx-du) > 0); indn = find((-dx-du) > 0);

s = (0.99)*min([s; -ful (indp) ./ (dx(indp)-du(indp)); -fu2(indn) ./ (-dx (indn) -

du(indn)) 1) ;

o)

% backtracking line search

suffdec = 0;

backiter = 0;

while (~suffdec)

Xp = X + s*dx; up = u + s*du;

vp = v + s*dv; Atvp = Atv + s*Atdv;

lamulp = lamul + s*dlamul; lamul2p = lamu2 + s*dlamuZ2;
fulp = xp - up; fu2p = -xp - up;
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rdp = gradf0 + [lamulp-lamulp; -lamulp-lamu2p] + [Atvp; zeros(N,1)];

rcp = [-lamulp.*fulp; -lamulp.*fu2p] - (1/tau);
rpp = rpri + s*Adx;
suffdec = (norm([rdp; rcp; rppl) <= (l-alpha*s) *resnorm);

s = beta*s;
backiter = backiter + 1;
if (backiter > 32)
disp ('Stuck backtracking, returning last iterate.')

o

Xp = %X;
return
end

end

o

next iteration

X = Xp; u = up;
v = vp; Atv = Atvp;
lamul = lamulp; lamu2 = lamul2p;

ful = fulp; fu2 = fulp;

% surrogate duality gap

sdg = - (ful'*lamul + fu2'*lamu2?);
tau = mu*2*N/sdg;

rpri = rpp;

rcent = [-lamul.*ful; -lamu2.*fu2] - (1/tau);
rdual = gradf0 + [lamul-lamu2; -lamul-lamu2] + [Atv; zeros(N,1)];
resnorm = norm([rdual; rcent; rpril);
done = (sdg < pdtol) | (pditer >= pdmaxiter);
end
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